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1 数学的準備
1.1 関係
ある集合 X について, 任意の x, y ∈ X に対し, x ∼ y が成り立つかどうかが定まるとき, 記号 ∼を X上の

(二項)関係という。

1.2 同値関係
関係 ∼が以下の 3つの性質を満たすとする。このとき, 関係 ∼は X上の同値関係であるという。

1. 反射律: 任意の x ∈ X で x ∼ x

2. 対称律: 任意の x, y ∈ X で x ∈ y ⇒ y ∼ x

3. 推移律: 任意の x, y, x ∈ X で x ∼ y ∧ y ∼ z ⇒ x ∼ z

1.3 同値類
ある関係 ∼が集合 X上の同値関係であるとき, 各 x ∈ X について, {y ∈ x|x ∼ y}を xの同値類という。
集合 X は同値類により分割される。

1.4 単射
写像 f : A → B が次の条件を満たすとき, f は単射であるという。(違うものは違う先は写る)

∀a1, a2 ∈ A, (a1 ̸= a2 ⇒ f(a1) ̸= f(a2))

1.5 全射
写像 f : A → B が次の条件を満たすとき, f は単射であるという。(終域全てに写る)

∀bi ∈ B, ∃aj ∈ A : y = f(x)
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2 写像 12相とは
ある有限集合 N,X についての写像 f : N → X の同値類の数え上げを考える。
このとき, 写像 f : N → X は次のように分類できる。

1. 条件無し
2. f は単射である
3. f は全射である

また, 関数 f について 4つの異なる同値関係が定義できる。

1. 等しい
2. N の置換による差異を除いて等しい
3. X の置換による差異を除いて等しい
4. N および X の置換による差異を除いて等しい

以上の条件により, 写像 f : N → X の同値類の数え上げの問題は 3× 4 = 12通りに分けられる。これを写像
12相という。
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3 写像 12相の言い換え
写像 f : N → X の同値類の数え上げは n個のボールを k個の箱に入れる場合の数を数える問題に言い換え
る事ができる。すなわち, 集合 N をボール, X を箱として考えると写像の分類は次のように言い換えられる。

写像 f : N → X ボールと箱
条件無し 条件無し

f は単射である 全ての箱の中身が 1つ以下
f は全射である 全ての箱の中身が 1つ以上

同様に, f の同値関係についても

写像 f : N → X ボールと箱
等しい ボールと箱を区別する

N の置換による差異を除いて等しい ボールを区別しない
X の置換による差異を除いて等しい 箱を区別しない

N および X の置換による差異を除いて等しい ボールと箱を区別しない

以上の問題設定の元, 次の表を埋めていく。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する ? ? ?

区別しない 区別する ? ? ?

区別する 区別しない ? ? ?

区別しない 区別しない ? ? ?
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3.1 ボールと箱をどちらも区別するとき, n個のボールを k 個の箱にいれる場合の数はど
のようになるか。

区別する=ボールと箱に 1 ∼ n, 1 ∼ k という番号が付いていると考えるとイメージしやすいかもしれま
せん。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する 今 ? ?

区別しない 区別する ? ? ?

区別する 区別しない ? ? ?

区別しない 区別しない ? ? ?
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3.2 ボールと箱をどちらも区別してかつ, すべての箱の中身が 1つ以下になるように n個
のボールを k 個の箱にいれる場合の数はどのようになるか。ただし, k ≥ n とする。
(k ≥ nの場合のみ, 単射が存在する)

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn 今 ?

区別しない 区別する ? ? ?

区別する 区別しない ? ? ?

区別しない 区別しない ? ? ?
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3.3 箱のみ区別してかつ, すべての箱の中身が 1つ以下になるように n個のボールを k 個
の箱にいれる場合の数はどのようになるか。ただし, k ≥ nとする。(k ≥ nの場合の
み, 単射が存在する)

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn ?

区別しない 区別する ? 今 ?

区別する 区別しない ? ? ?

区別しない 区別しない ? ? ?
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3.4 ボールのみ区別してかつ, すべての箱の中身が 1つ以下になるように n個のボールを
k 個の箱にいれる場合の数はどのようになるか。ただし, k ≥ nとする。(k ≥ nの場
合のみ, 単射が存在する)

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn ?

区別しない 区別する ? kCn ?

区別する 区別しない ? 今 ?

区別しない 区別しない ? ? ?
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3.5 どちらも区別せず, すべての箱の中身が 1つ以下になるように n個のボールを k 個の
箱にいれる場合の数はどのようになるか。ただし, k ≥ nとする。(k ≥ nの場合のみ,

単射が存在する)

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn ?

区別しない 区別する ? kCn ?

区別する 区別しない ? 1 ?

区別しない 区別しない ? 今 ?
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3.6 箱のみ区別するとき, n個のボールを k 個の箱にいれる場合の数はどのようになるか。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn ?

区別しない 区別する 今 kCn ?

区別する 区別しない ? 1 ?

区別しない 区別しない ? 1 ?
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3.7 箱のみ区別して, 全ての箱の中身が 1つ以上になるように n個のボールを k 個の箱に
いれる場合の数はどのようになるか。ただし, n ≥ k とする。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn ?

区別しない 区別する n+k−1Cn kCn 今
区別する 区別しない ? 1 ?

区別しない 区別しない ? 1 ?
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3.8 どちらも区別して, 全ての箱の中身が 1つ以上になるように n個のボールを k 個の箱
にいれる場合の数はどのようになるか。ただし, n ≥ k とする。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn 今
区別しない 区別する n+k−1Cn kCn n−1Ck−1

区別する 区別しない ? 1 ?

区別しない 区別しない ? 1 ?
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3.9 ボールのみ区別して, 全ての箱の中身が 1つ以上となるように n個のボールを k 個の
箱にいれる場合の数はどのようになるか。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn

∑
(−1)k−i

kCii
n

区別しない 区別する n+k−1Cn kCn n−1Ck−1

区別する 区別しない ? 1 今
区別しない 区別しない ? 1 ?
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3.10 ボールのみ区別して, n個のボールを k個の箱にいれる場合の数はどのようになるか。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn

∑
(−1)k−i

kCii
n

区別しない 区別する n+k−1Cn kCn n−1Ck−1

区別する 区別しない 今 1 S(n, k)

区別しない 区別しない ? 1 ?
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3.11 どちらも区別せず, 全ての箱の中身が 1つ以上となるように n個のボールを k個の箱
にいれる場合の数はどのようになるか。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn

∑
(−1)k−i

kCii
n

区別しない 区別する n+k−1Cn kCn n−1Ck−1

区別する 区別しない B(n, k) 1 S(n, k)

区別しない 区別しない ? 1 今
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3.12 どちらも区別せず, n個のボールを k 個の箱にいれる場合の数はどのようになるか。

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn

∑
(−1)k−i

kCii
n

区別しない 区別する n+k−1Cn kCn n−1Ck−1

区別する 区別しない B(n, k) 1 S(n, k)

区別しない 区別しない 今 1 P (n, k)
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4 完成形

n個のボール k 個の箱 条件無し 全ての箱の中身が 1つ以下 全ての箱の中身が 1つ以上
区別する 区別する kn kPn

∑
(−1)k−i

kCii
n

区別しない 区別する n+k−1Cn kCn n−1Ck−1

区別する 区別しない B(n, k) 1 S(n, k)

区別しない 区別しない P (n+ k, k) 1 P (n, k)

28



5 問題
5.1 みんなで旅行
N 組の夫婦, 計 2N 人がいる。
それぞれのグループに少なくとも 1組の夫婦が含まれるようなグループの分け方は何通りあるか。

1 ≤ N ≤ 555

https://yukicoder.me/problems/no/140
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5.2 Everything on it

N 種類のトッピングが存在するラーメンがある。すなわち, 2N 通りのトッピングの組合せが存在する。
次の 2つの条件を満たすようなラーメンの組合せの数を答えよ。

1. 同じラーメンは 1つまで。
2. N 種類のトッピングそれぞれが, 2杯以上のラーメンに乗っている。

2 ≤ N ≤ 3000

https://atcoder.jp/contests/arc096/tasks/arc096_c
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